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Wzajemne oddziaływanie strumienia elektronów i przewodzącego walca 
w podłużnym polu magnetycznym 
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The Interaction of an Electron Stream and a Conducting Cylinder 
in the Longitudal Magnetic Field 


Problemy stateczności wzajemnego ruchu dwóch doskonale przewodzą- 
cych ośrodków w polu magnetycznym lub też opływu ośrodka sprężyste- 
go przez strumień elektronów były rozważane w wielu pracach, np. [1, 2]. 
W pracach tych ograniczano się jednak do opływanych przez płaski, nie- 
skończony strumień elektronów ośrodków sprężystych wypełniających pół- 
przestrzeń lub tworzących płaską, równoległościenną, nieskończoną płytkę. 

Badanie problemu stateczności przebiega w dwóch etapach. Etap pierw- 
szy, ogólny, polega na wyprowadzeniu metodami analitycznymi z układu 
równań ruchu ośrodków i warunków brzegowych algebraicznego równa- 
nia charakterystycznego na prędkość względną ośrodków, przy której 
amplitudy drgań rosną. Równanie charakterystyczne nawet w prostych 
przypadkach jest dostatecznie skomplikowane i rozwiązań można poszuki- 
wać tylko metodami numerycznymi. Etap drugi dotyczy konkretnych przy- 
padków i polega na numerycznym znalezieniu wartości prędkości z rów- 
nania charakterystycznego przy warunku narastania amplitud. 

Celem niniejszej pracy jest znalezienie równania charakterystycznego 
dla drgań samowzbudnych strumienia elektronów i doskonale przewodzą- 
cego ośrodka sprężystego w kształcie walca o przekroju kołowym, umiesz- 
czonego w podłużnym polu magnetycznym. Pole H i oś walca o promieniu 
a kierujemy wzdłuż osi z układu cylindrycznego. Strumień elektronów, 
obejmujący nieskończenie cienką warstwą walec, porusza się wzdłuż two- 
rzących z niezaburzoną prędkością Vo. Powyższy problem będziemy roz- 
patrywać jako niezależny od współrzędnej q. Przyjmiemy założenia miesz- 
czące się w ramach ogólnie stosowanych uproszczeń, które pozwolą nam 


378 Maksymilian Piłat, Ryszard Taranko 


na względnie proste ujęcie problemu przy stosunkowo wiernym opisie zja- 
wiska. 

Zakładamy, że: 

1. Gęstość strumienia elektronów jest tak mała, że można pominąć od- 
działywanie ładunków na siebie wewnątrz strumienia. 

2. Przy badaniu oddziaływania strumienia na ośrodek pominiemy 
wpływ wychyleń radialnych (z powierzchni r = a) na pole zaburzone w 
ośrodku. 

3. Pole wzbudzone w walcu przez strumień elektronów jest małe w po- 
równaniu z pierwotnym polem H. 

4. Składowa u, wektora przemieszczenia ośrodka sprężystego jest rów- 
na tożsamościowo 0. 

Równanie ruchu przewodzącego ośrodka sprężystego w stałym, jedno- 
rodnym polu magnetycznym [3]: 


> pa. H - 7 TT > 
uAd+ l a+u)grad dw Ñ+ e [rot rot(UxH)|xH=pu (1) 


gdzie u — wektor przemieszczenia, u, A — stałe Lamego, Ho - — przenikal- 
ność magnetyczna ośrodka, o — gęstość ośrodka; 


Skra 
-—: 
ze wzgledu na zalozenia [1—4] przyjmuje postaé: 


u|Nu,- SĘ |+(A+) [ue usu ure] x 


2 (2) 
eM [uires Jr n Ur ! 


HAu+|(A UE Ur rz + Us, z]- = plz 


Up =M 
gdzie u,, uż oznaczają składowe radialną i podłużną wektora u; przecin- 
kiem oznaczona jest pochodna cząstkowa po współrzędnej przestrzennej. 


W celu uproszczenia zapisu w dalszych rachunkach układ równań (2) 
przedstawimy w wygodniejszej postaci: 


zk SEE XC 2532 2 ` 
Q4 Up,rrEOŻ Ur,r/ 1-04 Ur/ r4 OZ U, zz + (a7—a3)Uz zrm li, 


(3) 


a; Uzzzt di ur t a Uz, rrt (ai - dj a = Ur,rz) = Üz 
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gdzie a;, az oznaczają odpowiednio podłużną i poprzeczną prędkość fali 
|| q= u? H2/4; i=1,2. 

W dalszym ciągu przyjmiemy, ze uo = 1. Równanie zaburzonego ruchu 

strumienia elektronów przy poprzednich założeniach jest następujące [1]: 


2 

f i-e [E FE + GAYE] > 
gdzie d/dt — pochodna substancjalna, o5, oe — gęstość masowa i ładun- 
kowa strumienia elektronów, E, h — średnie wartości pól zaburzonych 


z lewej i prawej strony powierzchni, po której płynie strumień elektro- 


nów, © — wektor przemieszczenia strumienia elektronów. 
Powyższe równanie po wykorzystaniu związków: 


E = — (Ay 
K= rot (UxH) > 


rozpisaniu na składowe we współrzędnych cylindrycznych i wyrugowaniu 
©Q,, przechodzi w następujące równanie na składową ®ọ: 


Gy 2 "T 6 PET *t(Y69-0 [Ur V r.z] = (6) 
Fa 
[urt Ur, zVo]r=a — oznacza, ze wyrażenie w nawiasie należy brać na po- 
wierzchni walca; 
Q = ocH/omc — częstość cyklotronowa drgań elektronów w strumieniu. 
Do równań (3) i (6) dołączamy warunki brzegowe: 


"TOP PNIS st H)r/c + Trr 
(7) 
67r + Tzr= Tzr 
gdzie ci, Ti oznaczają odpowiednio składowe tensora napięć mechanicz- 
nych i tensora napięć Maxwella w ośrodku; Ty, — składowe tensora na- 
pięć Maxwella w próżni; jj — wektor gęstości prądu strumienia elek- 
tronów. 
Wyjściowy układ równań i warunki brzegowe rozważanego problemu 
możemy zatem zapisać następująco: 


z Fr. 2 73 p 
a, Ur rp GL Uy e/r- d Urf r aż Gi Uy, zz+(a7-03)Uz,zr = U, 


2 
a Ur 2 2-426 H 
aż Uz zz a T £C +a, Uz „rr +(04—03 E +U, rz)= Üz (8) 


$, *2 kŚęzt V dorz ŁO eN [ü+ D ura] | V 
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L7 PE + gu, -nl$e- V, $9.1) -0 (9) 
Urz F Uzr "0 
gdzie: 
y = aj?— H?/4TIo 
B = aj?—2a? 
T = $-+x?—H2/4I1Tg 
n = oeH/oc 


Rozwiązań układu równań (8) przy warunkach brzegowych (9) szukamy 
w postaci: 
u, = U;(r) exp[i(kz— ot)] (10) 
uz = Uz(r) exp[i(kz— ot)] 
po = C exp[i(kz— ot)] 
Podstawiajac (10) do układu równań (8) i eliminując Uz(r) otrzymujemy 
równanie na funkcję U;(r): 


IV il 
Url + Zuritu la- S] «un [2 - Bunja- 3-3;]-o an 
Wprowadzając teraz wielkości bezwymiarowe s? = a;?/a,*; b? = x2/a+2; 
)? = v?/a+? przedstawiamy współczynniki D; i Də w postaci: 
| M21-0HS-1"_| a_a | 
= EEK". LUT $ COGESEŚ GA — 
-— | s^. p? PIE 
p USUS) uua 
Er ra n (4*5 —A) 
Równanie (11) można przedstawić jako iloczyn operatorów różniczko- 
wych Bessela działających na funkcję U,;(r): 


Fr r gr ttes i- H+ 14 "m +g- L]u-lr)=0 (13) 


gdzie 04”, a5? są pierwiastkami równania 
a*— Dya? + D; =0 
Rozwiązanie równania (11) jest więc następujące: 


(12) 
Dą=* 


U;(1) = KyJ;(ay7) F KJ (02r) (14) 
gdzie K,, K — stałe całkowania, J;(x1) — funkcja Bessela pierwszego ro- 
dzaju. 

Z równań (8) i (14) otrzymujemy: 

U;(r) = ByJy(ayr) + BzJy(azr) (15) 

gdzie 


m 2 
Bak jerez IE 
ryż 


Wzajemne oddziaływanie strumienia elektronów... 381 


Wstawiając rozwiązanie U;(r) dla r = a do trzeciego równania układu (8) 
znajdujemy stałą C: 

E OH (16) 

c=iQ za UAF [ki 4 (ota) +K, A eta) 

gdzie U = V/a} Q = Q/ka,. Podstawiając następnie funkcje (10), po 

uwzględnieniu (14), (15), (16), do warunków brzegowych (9) otrzymujemy: 

K,[Jo(o,0)R, t J;(ay0)G]-+ Kz[Ję(aza)R2-+ J;(az0)G] = 0 (17) 

K;J;(ay0)F; + K;J;(aza)F2 =0 


gdzie: 
2 u21+b— 27 ] +b? 
Rus s ifa ot IE E] S 
2 = U-A 
G=-&-kANN, = 3 +ikUN, 
a fY-(U-A) ma 


Ric Po ne ES] ee 
Q= n/a, M= l, 2 
Z warunku istnienia niezerowych rozwiązań układu równań (17) otrzy- 
mujemy związek: 
Jo((a10)J;(aza)R;F2+ J;(aya)J y(aza)GF2— Jy(aza)J (aa) R;F. y 
— J(aza)J;(aya)GF, = 0 (19) 


Posługując się metodą badania stateczności ruchu, przyjętą np. w [4], 
przekształcamy równanie (19) do postaci: 


fi) = f203) (20) 
jT = U 
gdzie: 
fl2)= FI dza) 4l0y0)R;F; —4 (ga) Ales o]R a L2 sn. 4 
i Mata) (ota) Sr (oi oc) wad 


f d Aak Nu - ję zx 


01,2 — 03,2(1) 


1 1 2 
mim -PUSA eom 


s*+b : 
1 2 2 14/421 2 2 4 t 
3-1 - bes -1) o yl i Aas run) | 
„| EN +; i] MEET ET 


Ol, 214) = 


382 Maksymilian Piłat, Ryszard Taranko 


Drgania samowzbudzone występują przy takich wartościach U, dla 
których pierwiastki A układu równań (20) spełniają warunek: 
Im(kkh) > 0 (21) 


+ 
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PE3IOME 


B pa6ore o6cyxaaerca npoÓnewa ycrouuBOCTA B NPOĄONBHOM MATHKT- 
HOM NONE B3a4MHOTO ĄBM/KEHKA MAeanbHo npoBoAsujero ynpyroro cTepxHa 
M TOHKOTO npwnoBepxHocrHOro CHOA cBo6oAHbix »nekrponuos. HańqeHO xa- 
pakrepHoe ypaBHeHue Ans KPMTMUECKOŃ CKOPOCTM, NPM KOTOPOŃ AMNNKTY- 
Abi DOBepXHOCTHbIX BOJIH HAUMHAIOT HapacTaTb BO BDeMeHM. - 


SUMMARY 


The motion of the surface free electron stream around the perfectly 
conducting elastic cylinder in a longitudal magnetic field was investigated 
in the paper. The stability of the system has been broken for the critical 
velocity of electrons. The equation for the critical velocity was then 
constructed. 


